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BEWEGUNGSGLEICHUNGEN EINES PENDELS

1 EinfUhrung

Die Bewegungsgleichungen gelten fiir das Federpendel, Fadenpendel und das physikalische
Pendel flir eine ungedampfte harmonische Schwingung; dies ist der Fall bei einer hinreichend
kleinen Amplitude.

1) Ein Federpendel oder Federschwinger ist ein harmonischer Oszillator, der aus einer Schrau-
benfeder und einem Massenkorper besteht. Die Oszillation erfolgt als lineare Hin- und Herbe-
wegung. Sofern sich die Masse in Lotrichtung bewegt, beeinflusst die Schwerkraft die Bewe-
gung. Beim Loslassen eines aus seiner Ruhelage ausgelenkten Federschwingers beginnt eine
harmonische Schwingung, deren Amplitude bei fehlender Dampfung konstant ist.
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Abb. 1: Auslenkung beim Federpendel* Abb. 2: Zeitlicher Verlauf beim Fadenpendel?

2) Ein Fadenpendel besteht aus einem Faden der Lange |, an dem ein Massenkorper befestigt
ist. Lenkt man das Fadenpendel aus seiner Ruhelage aus, so beginnt es aufgrund der Schwer-
kraft zu schwingen.

3) Ein physikalisches Pendel ldsst sich durch einen ausgedehnten, starren Kérper der Masse
m, der nicht in seinem Schwerpunkt befestigt ist, approximieren. Wird dieser Kérper aus der
Ruhelage ausgelenkt, so beginnt er aufgrund der Schwerkraft zu schwingen

Abb. 3: Fadenpendel® Abb. 4: Physikalisches Pendel*

In den Nulldurchgangen erfahrt der Pendelkorper keine Beschleunigung, die Geschwindigkeit
dagegen ist dort maximal. In den Umkehrpunkten ist die Geschwindigkeit Null, dafiir aber die

L https://de.wikipedia.org/wiki/Federpendel

2 https://de.m.wikipedia.org/wiki/

3 https://www.mint-digital.de/experimente/fadenpendel/
4 Hering et al.: Physik fiir Ingenieure (Springer).
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Beschleunigung maximal.

yva

Abb. 5: Auslenkung y, Geschwindigkeit v und Beschleunigung a
einer harmonischen Schwingung®

2  Zeigermodell am Beispiel eines Federpendels

Der zeitliche Verlauf einer harmonischen Schwingung kann mittels eines rotierenden Zeigers
dargestellt werden.

4

Abb. 6: Zeiger- und Liniendiagramm am Beispiel eines Federpendels®
a) Zeigerdiagramm (links).
b) Liniendiagramm (rechts) mit der Momentanauslenkung des Pendels

Uber der Zeit.

Im Beispiel (Abb. 6a) ist der Ausgangspunkt der Bewegung die Ruhelage des Pendels. Der Zei-
gerumlauf beginnt somit bei o= 0. Im y,t-Diagramm (Abb. 6b) beginnt die Schwingung bei to
aus der Ruhelage heraus, weshalb auch y(to) = 0 ist.

a) Als Elongation y(t) wir die Auslenkung eines Pendels aus der Ruhelage y(0) bezeichnet. Die
maximale Auslenkung ymax wird Schwingungsweite resp. Amplitude genannt. Bei einer unge-
dampften harmonischen Schwingung ist die Amplitude konstant.

b) Als Kreisfrequenz oder Winkelgeschwindigkeit @ wird der pro Sekunde vom rotierenden
Zeiger (berstrichene Winkel bezeichnet. Ein einmaliger Umlauf des Zeigers entspricht einem

5 Lindner: Physik fiir Ingenieure (Hanser).
6 Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Zeigermodell
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Winkel ¢ von 360° = 2 & rad.

c) Die Periodendauer T ist die Zeit, welche eine periodische Schwingung fiir eine Zeigerumdre-
hung von 360° bendtigt.

d) Der Phasenwinkel ¢ ist der zu einem bestimmten Zeitpunkt lGberstrichene Winkel.

Physikalische Grossen und Symbole:

Elongation: y(t) = A - sin(wt) y := Elongation od. Auslenkung [m]
Kreisfrequenz: w = 2nf = 2_7'[ f := Frequenz od. Schwingungszahl [s-1]
T
27 o := Kreisfrequenz [s-1]
Periodendauer: T = —
w T := Perioden- od. Schwingungsdauer [s]
Phasenwinkel: @ = wt t = Zeit[s]

Anm.: Die Eigenkreisfrequenz wo resp. die Eigenfrequenz fo = wo /27 ist diejenige Frequenz, mit
der das System nach einer Anregung schwingt. Vernachlassigt man die Dampfung, so ist die Ei-
genfrequenz gleich der Resonanzfrequenz.

Radiant [rad] ist eine Winkelangabe im Bogenmal, bei dem der Winkel durch die L&nge des ent-
sprechenden Kreisbogens im Einheitskreis angegeben wird. Gleichungen, in denen die Kreisfre-
quenz (Winkelgeschwindigkeit) vorkommt, werden meist im Bogenmaf duchgefiihrt. Taschenrech-
ner missen dazu von DEG (degree) auf RAD umgestellt werden.

b=1
1 rad

o

360
1rad = ~ 57,3°
2T

Abb. 7: Winkel im BogenmaR’

3  Bewegungsgesetze
3.1 Ortsfunktion

Mithilfe der Ortsfunktion y(t) Iasst sich die Lage (Auslenkung) des Pendels zu einem festgeleg-
ten Zeitpunkt t bestimmen.

Eine ungedampfte harmonische Schwingung kann durch einer Sinusfunktion beschrieben wer-
den.

Auslenkung:  y(t) = A - sin(wt)

Die Amplitude oder Schwingungsweite A entspricht der grossten Auslenkung ¥ und damit dem
Abstand von der Ruhelage (t-Achse) bis zum oberen oder unteren Umkehrpunkt.

7 https://de.wikipedia.org/wiki/Radiant_(Einheit)
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Abb. 8: Ortsfunktion (Sinus) einer harmonischen Schwingung

3.2 Geschwindigkeitsfunktion

Mithilfe der Geschwindigkeitsfunktion v(t) kann die Geschwindigkeit des Pendels zu einem
beliebigen Zeitpunkt t angegeben werden.

Die Geschwindigkeit entspricht der ersten Ableitung des Ortes nach der Zeit.
dy(®) _

dt
Weil es sich dabei um die erste Ableitung einer Sinusfunktion handelt, resultiert daraus eine
Kosinusfunktion.

Geschwindigkeit:  y(t) = v(t)=A-w-coswt ; Upex =A@

Anm.: Ein Punkt tber einem Funktionssymbol bedeutet seit Isaac Newton, dass es sich um die erste
Ableitung einer Funktion nach der Zeit handelt. Zwei Punkte bedeuten zwei hintereinander durch-
gefiihrte Ableitungen nach t usw.

v(t) ° ' - ' ' - ' '
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Abb. 9: Geschwindigkeitsfunktion (Kosinus) einer harmonischen
Schwingung

3.3 Beschleunigungsfunktion

Mithilfe der Beschleunigungsfunktion a(t) kann die Beschleunigung des Pendels zu einem be-
stimmten Zeitpunkt t angegeben werden.

Die Beschleunigung entspricht der ersten Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit.

dv(t)
dt

2

Beschleunigung:  ¢(t) = a(t) = —A-w?-sin(wt) ; Gpax =4 w
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Weil es sich dabei um die erste Ableitung einer Kosinusfunktion resp. die zweite Ableitung
einer Sinusfunktion handelt, resultiert daraus eine inverse Sinusfunktion.

a(t) 20 T T T T

| - |
<\ / \ / \ /

\ |
VAV IRV,

-20

Abb. 10: Beschleunigungsfunktion (Sinus invers) einer harmoni-
schen Schwingung

4  Lehrbeispiele

In den nachfolgenden Lehrbeispielen werden Gesetzmassigkeiten fiir ungedampfte harmoni-
sche Schwingungen aufgezeigt.

Anm.: Damit richtige Ergebnisse entstehen, muss der Taschenrechner auf RAD (Radiant) einge-
stellt werden. Ist dies nicht mdglich, so muss der Phasenwinkel ¢ = wt in Bogengrade umgerechnet
werden.

Beispiel: Der Winkel betrage 3x rad. Wie gross ist der Winkel in Altgrad?

—3600 3w =360°-1,5 = 540°
Ppec = o T = D =

4.1 Beispiel 1

Ein Korper flhrt eine ungedampfte harmonische Schwingung aus. Gegeben ist eine Bewe-
gungsgleichung, in der Grossen zusammen mit den Einheiten vorkommen.

dm Dezimeter (1 dm =1/10 m)

— . -1,
y(t) = 2dm - sin (ms™" - t) Sekunde

S
Bestimme:

a) Eigenkreisfrequenz, b) Schwingungsdauer und c) Amplitude der Schwingung.

Wir bericksichtigen die fundamentale Bewegungsgleichung y(t) = A - sin(wt) und kennen
somit den Aufbau der gegebenen Gleichung.

Zu l1a: Weil o = 2xnf und f = 1/T berechnet sich die Eigenkreisfrequenz wie folgt:
2t 2w

., 314
Wg=—FT=m—=7s  ~—
7 T T 25 s
Zu 1b: Die Periodendauer kann dem Plot in Abb. 11 entnommen werden und betragt 2 s.

Zu 1c: Die Amplitude ist in der Bewegungsgleichung mit einem Wert von 2 dm eingetragen.
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4.2 Beispiel 2
Gegeben sei die Bewegungsgleichung aus dem ersten Lehrbeispiel.
Wie gross ist zum Zeitpunkt t = 3,5 Sekunden:

a) die momentane Auslenkung, b) die momentane Geschwindigkeit und c) die momentane
Beschleunigung?

Zu 2a) Wir bestimmen die Auslenkung beit=3,5s.
y(3,5s) = 2dm - sin(ms™1 - 3,55) = =2 dm

Die errechnete Auslenkung entspricht der maximalen Auslenkung und somit der Schwingungs-
weite. Aufgrund des negativen Vorzeichens des Ergebnisses befindet sich der Pendelkorper
zum besagten Zeitpunkt am unteren Umkehrpunkt (roter Punkt in Abb. 11).

y(®
dm

t/s

1 L 1
o} 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Abb. 11: Auslenkung beit=3,5s

Zu 2b) Wir bestimmen die Geschwindigkeit beit = 3,5 s.

0dm
v(3,55) = 2dm-ns~ !+ cos(ms™!-3,55) = —

Die errechnete Geschwindigkeit ist Null (roter Punkt in Abb. 12). Dies bedeutet, dass sich der
Korper zum besagten Zeitpunkt an einem Umkehrpunkt befindet.

v(t) 8 T T T T T T T
dms~1

t/s

(4] UI_S I1 1I_5 I2 2I_5 I3 3I_5 4
Abb. 12: Geschwindigkeit beit=3,5s

Die Geschwindigkeit ist beim Durchlaufen der Ruhelage am Grdssten und nimmt bei Anndhe-
rung an die Umkehrpunkte kontinuierlich ab.

Zu 2c) Wir bestimmen die Beschleunigung beit=3,5s.
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19,74 dm

a(3,5s5) = —d2m - (ms™1)? - sin(ns~' - 3,5s5) = =2

Die errechnete Beschleunigung ist der maximalen Beschleunigung gleich. Somit befindet sich
der Pendelkorper an einem Umkehrpunkt. Aufgrund des positiven Vorzeichens des Ergebnis-
ses muss es sich um den oberen Umkehrpunkt (roter Punkt in Abb. 13) handeln.

a(y)
dms=2

t/s

Abb. 13: Beschleunigung beit=3,5s

Die Beschleunigung ist in der Ruhelage immer Null und an den Umkehrpunkten am GroRten.

4.3 Beispiel 3

Die Amplitude einer ungedampften Schwingung betragt 15 cm, die Periodendauer 6 s.
Wie groR sind:

a) Maximalgeschwindigkeit und b) Maximalbeschleunigung der Schwingung?

Die Maximalgeschwindigkeit errechnet sich mit v,,,, = 4 - w.

Die Maximalbeschleungiung errechnet sich mit a,,q, = 4 * w2.

Ausser der Amplitude miissen wir folglich auch die Kreisfrequenz kennen.
Kreisfrequenz w und Periodendauer T stehen zueinander in folgendem Zusammenhang:

_27‘[
©=7

Damit lasst sich die Kreisfrequenz errechnen.

21
w=—=1,04725s""1

6s
Zu 3a) Die Maximalgeschwindigkeit betragt:

m

Vmax = 0,15m - 1,0472s71 = 0,1571?
Zu 3b) Multiplizieren wir vmax mit m, so erhalten wir die Maximalbeschleunigung:

-1 -1 m
Amax = 0,1571ms™" - 1,0472s™" = 0,16455—2
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